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矩陣運算



矩陣運算

一個矩陣的規模(size) 是對於矩陣的行數與列數

的說明。一個有m 列n 行的矩陣，被稱為m×n 的

矩陣。就上面給的例子，各矩陣的規模分別為

2×2，2×3，1×4，3×3，1×1。一個1×m 的矩陣稱

為列矩陣(row matrix) 或列向量(row vector)，一

個n×1 矩陣被為行矩陣(column matrix) 或行向量

(column vector)。



矩陣運算

我們運用雙下標符號來表示矩陣A裡面的元。矩

陣A中第i 列第j 行的元用 表示。意即，若

則a13=-1且a22=5。
符號 常會跟 交替使用。因此，矩陣A 也會簡
記為 或 。



矩陣運算

一般的mxn矩陣A形式如下



矩陣運算

若A 的行向量為向量 ，則我們可將A 表
示成

若A 的列向量為 ，則我們可將A 表示

成



矩陣運算

A 的對角元(diagonal entries) 為 ，且

若 ，則A被稱為一個方陣(square matrix)。
一個方陣若其非對角元皆為0，稱之為對角矩陣

(diagonal matrix)。一個對角矩陣若其所有對角

元都相同，稱之為係數矩陣(scalar matrix)。一

個係數矩陣若其對角元都是1，稱之為單位矩陣

(identity matrix)。



矩陣運算

例如令

A 的對角元為2與4，但A 不是方陣。B 是2×2 的方

陣，對角元為3 和5；C 是對角矩陣；D 是3×3 的
單位矩陣。一個nxn的單位矩陣又記為In，當已經

知道其規模，也簡記為I。



矩陣運算

既然我們可將矩陣視為向量的一般化許多向量上

的約定及運算也可以搬到矩陣上。

兩個矩陣若有相同的規模，且其相對應的元也都

相等，則稱其為相等(equal)。設 ，

，則 若且唯若 ， ，且

對所有的 都有 。



例

考慮矩陣

A與B都不等於C。



例

考慮矩陣

儘管R與C有相同次序的元。因為R是1×3而C是

3×1，所以R≠C。



矩陣運算

[[矩陣加法與係數積矩陣加法與係數積]]
設 都是 矩陣，他們的和

(sum) 也是由每個對應的元相加產生的 矩

陣。意即



例

令

則

但不管是A＋C 或B＋C 都無法被定義。



矩陣運算

設A 是 矩陣，而c 是一常數，則係數積

(scalar multiple) 是將c 乘到A 中每一個元所產

生的 矩陣。更形式的說，我們有



例

對例3.3 的矩陣A 而言，

矩陣(－1) A 可被寫成－A 並稱作負A (negative 
of A)。
差(difference)；若A、B 是兩個規模一樣的矩

陣，則



例

對例3.3 的矩陣A 與B 而言，

其內元皆為零的矩陣便稱作零矩陣(zero 
matrix)，並記作 (或 )

且



矩陣運算

[ [ 矩陣的乘法矩陣的乘法]]



例

若

計算AB。
解：

由於A 為2×3，B 為3×4，則乘積C＝AB 成立且

為一個2×4 矩陣。所以C 的第一列可由A 的第一

列(向量) 依次跟B 的每一行(向量) 做點積而得，



例

C 的第二列



例

所以，便得到以下的矩陣乘積



例

考慮線性方程組

觀察其等號左邊可寫成以下的矩陣乘積



例

所以方程組(1) 可被寫成

或 ，其中A 為係數矩陣。

我們將不難發現每一個線性方程組都可以寫成

的形式。事實上，矩陣方程 可以簡

記為 ，也就是線性方程組的增廣矩陣。



例

將此發現與定理2.4 結合，我們可看出， 有

解若且唯若b是A 行向量的線性組合。

關於矩陣運算還有另一個事實也可證明其為有

用：令

且考慮乘積 與 ，其中

與 為使乘積有意義的單位向量。因此



例

注意， 即為A 的第三行，而 則為A 的第二

列。以下定理則為一般的結果。



矩陣運算

定理3.1



矩陣運算

[[分區矩陣分區矩陣]]
若將一矩陣看成是由一連串較小的子矩陣

(submatrices) 構成的話，有時會比較方便。例

如，考慮矩陣



矩陣運算

其看似就是自然的將A 作如下瓜分

其中I 為3×3 的基本矩陣，B 為3×2，O 則為2×3 
的零矩陣，還有C 為2×2 的矩陣。



矩陣運算

假定A 為一個 矩陣，B 為一個 矩陣，

則乘積AB 便存在。若我們將B 以行向量形式進

行分區： 則

此結果便是矩陣乘積的定義。而等號右邊稱為乘

積的矩陣-行表現(matrix-column representation)



例

若

則

所以



矩陣運算

＊附註＊

假定A 為一個 矩陣，B 為一個 矩陣，則

乘積AB 存在。若我們將A 用列向量分區成如下形式:

則



矩陣運算

再一次，此結果為矩陣乘積定義的直接結

果。而等號右邊稱為乘積的列－矩陣表現

(row-matrix representation)。



矩陣運算

[[矩陣冪次矩陣冪次]]
當A 與B 為兩個 矩陣，其乘積AB 也將為一

個 矩陣。當 時，很自然的定義 ，

而定義

若 為一個正整數。因此， ，且其方便去定

義 。



3.1  矩陣運算



例

(a) 若 ，則

且一般來說，

對所有



例

即為所求。



例

歸納假設假定對某整數

歸納步驟在證明對 ，此式成立。利用矩

陣冪次的定義及歸納假設，有



例

所以，依據數學歸納法原理，對所有 ，公式

成立。



例

(b) 若

接下來我們得到

及



例

所以 ，也就是B 的冪次結果是重複每4 次一
循環。



矩陣運算

[[一個矩陣的轉置一個矩陣的轉置]]



例

令

則其轉置為



矩陣運算

轉置也被用以定義一種重要的方陣：對稱矩陣。



例

令

則A 為對稱，因為 。但B 並非對稱，因為

B。



例

一個對稱矩陣的逐項定義也是有用的。它是鏡像

性質的代數描述。



定理3.2

矩陣代數



矩陣代數

若 為相同規模的矩陣，且

為係數，我們可造出以下的線性組合(linear 
combination) 

我們可將指為線性組合的係數(coefficients)。



例

令 。

是否為 及 的一個線性組

合？

是否為 及 的一個線性組

合？



例

解：

(a) 我們要去找出使得 的

係數 ，所以

此方程式的左邊可被重寫為



例

比較各元，並運用矩陣等式的定義，我們得到4 個
線性方程式

運用Gauss－Jordan 消去法可得到



例

(驗算之！) 所以 且 。因

此， ，其可容易被驗證。

(b) 這裡我們要解

同(a) 之程序，我們得到線性方程組



例

經由列運算再得到

所以，在此例中，C 不為 與 的線性組

合。



例

描述例3.16 中矩陣 與 的延展。

解：一個方法就是寫出 與 的一個一般線

性組合。因此，



例

(類似一平面的參數式)。但假定我們想知道何時

矩陣 在展延 中。當對某些係數



例

可得到一個線性方程組，且其左手邊就同例

3.16。此方程組的增廣矩陣為

且列運算得到



例

(小心驗算。) 所以， 與 的展延由所有矩

陣 組成，其中 。也就是說，

。



矩陣代數

＊附註＊

線性獨立對矩陣也有意義。我們可說相同規模的

矩陣 為線性獨立(linear 
independent)，只要方程式

有唯一解，且該唯一解為無聊解 ，

若存在非無聊的係數滿足方程式(1) ，則

便稱作線性相依(lineardependent)。



例

考慮矩陣

相乘可得到



例

因此AB≠BA。和實數的乘法不同的是，矩陣的乘

法並不能交換，兩個矩陣的先後順序可能影響答

案。

可容易驗證 (作看看！)



定理3.3

矩陣代數



例

若A與B為相同規模的方陣，則是否

解：

運用矩陣乘法的性質，我們計算



例

所以， (A+B)2=A2+2AB+B2的充要條件為

A2+BA+AB+B2=A2+2AB+B2。從方程式兩邊
減去A2與B2，得到BA+AB=2AB。再從方程
式兩邊減去AB，得到BA＝AB。所以，
(A+B)2=A2+2AB+B2的充要條件為A 與B 可交
換。



定理3.4

矩陣代數



矩陣代數

我們將一個矩陣X的第i 列記作rowi(X), 將其第j 
行記作colj(X).運用這些推論，我們得到

(注意，我們運用到了矩陣乘法、轉置的定義，

以及點積為可交換的性質。)因為i 與j 為任意選

取，所以由此結果便可推論到(AB)T＝BTAT 。



例

令

則 ，所以， 為一個對稱

矩陣。



例3.21
我們得到

因此，BBT與BTB皆為對稱，即使B並非方陣！(讀
者可驗證AAT與ATA也皆對稱。)



定理3.5

矩陣代數



一個矩陣的逆反



例

為A的一個反矩陣，因

為



定理3.6

一個矩陣的逆反

定理3.7



定理3.8

一個矩陣的逆反



例

若 的反矩陣存在，請

找出它們。

解：

我們得到det A=1(4)－2(3)=-2≠0，所以A為可

逆，且

(證明此。)
另一方面，det B=12(5)－(-15)(4)=0，所以B不為

可逆。



運用係數矩陣的反矩陣來解線性方程組

解：

係數矩陣為矩陣 ，其反矩陣我們在例

3.24已計算。依據定理3.7，Ax=b有唯一解

x=A-1b。此處我們有 ；因此所給定之方程

組的解為

例



一個矩陣的逆反

定理3.9



一個矩陣的逆反

由此定義，可驗證指數律：ArAs=Ar+s 與

(Ar)s=Ars，其中r與s為整數，A為可逆矩陣。



解以下X的矩陣方程式：

解：

有許多方法可解。其中一個解法是

例



一個矩陣的逆反



令

這些矩陣中每一個每一個可被表成一種在單位矩

陣I4上作單一基本運算。矩陣E1對應到3R2，E2 對

應到R1       R3，而E3對應到R4－R2。對一個4×n矩
陣左乘上以上的一個單位矩陣，我們可以觀察到

對應的列算也作用到那個矩陣上。

例



一個矩陣的逆反

定理3.10



令

則E1對應到R2 R3, 若再作一次R2    R3 便又回

復。所以，E1
-1＝E1。(用E1

2＝E1E1＝I 來驗算。) 
由4R2可得矩陣E2，而將其表成1/4R2，便又可回

復原狀。則

例



可容易驗證。最後，

(再一次，其可容易驗證將此矩陣不管是右乘還是

左乘上E3，結果都是單位矩陣I。)

例



一個矩陣的逆反

定理3.12



若可行的話，將 表示成基本矩陣的一個

乘積。

解：

將A作列運算如下：

例



所以，A 的化簡列階式為單位矩陣，

為對應到將A化簡至I的四個基本列運算的基本矩

陣。如同定理證明中所作的，我們得到

即為所求。

例



一個矩陣的逆反

定理3.13

定理3.14



找出

的反矩陣，若其存在的話。

解：

運用Gauss-Jordan消去法得到

例



例



所以

(讀者每一次都應直接運算證實AA-1＝I。但依據定

理3.13，當確認AA-1＝I 後，我們不必再確認A-1A
＝I。)

例



LU分解

定理3.15



運用 的LU分解來解Ax＝b，其中

。

例



解：

如上所述，為解Ax＝b(如同L(Ux)＝b)，我們首先

解Ly＝b，其中 。此即為線性方程組

例



向前代換(意即，從上到下運算)可得到

因此，

例



同時向後代換可很快得到

所以，所給定的Ax＝b 方程組解為 。

例



找出

的LU分解。

例



LU分解

定理3.16

定理3.17



LU分解



找出 的一個PTLU分解。

解：首先我們將A化簡為列階式。

例



我們已運用列交換

我們現在要找出PA的LU分解。

因此L21=2，且所以

例



LU分解

定理3.18


