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連續資料系統之時間響應連續資料系統之時間響應︰︰前言前言

1. 控制系統的時間響應通常可分為兩部份︰
暫態響應 (transient response)和穩態響應 (steady-state response)。

2. 令 y(t ) 代表時間響應

其中 y t (t ) 為暫態響應，y ss (t ) 為穩態響應。

暫態響應可定義為當時間趨近無窮大時響應變為零的部份

穩態響應是在暫態響應消失後，所剩餘部份的響應

3. 若輸出的穩態響應與輸入不一致，就稱此系統有穩態誤差 (steady-state error)。
控制系統時間響應的典型測試訊號控制系統時間響應的典型測試訊號

為了時域分析的方便，常使用下列的測試訊號：

1. 步階函數輸入： 其中 R 為常數

或
us(t ) 為單位步階函數
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圖圖1  1  控制系統的基本時域測試訊號。控制系統的基本時域測試訊號。(a) (a) 步階函數；步階函數；(b) (b) 斜坡函數；斜坡函數；(c) (c) 拋物線函數拋物線函數
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♣ 由於步階函數有一不連續的跳躍，它的頻譜包含極寬的頻率；因此，將步階函數當
作測試訊號相當於在一很寬的頻率範圍內多種弦波訊號的同時應用。

2. 斜坡函數輸入：
R 為實常數

♣ 斜坡函數有能力測試系統對一隨時間線性變化的訊號響應。

3. 拋物線函數輸入：
R 為實常數

★★ tt 33，稱為顫振函數，稱為顫振函數 很少用！很少用！

單位步階響應及時域規格單位步階響應及時域規格
♣ 對於線性控制系統，暫態響應的特性通常以單位步階函數 u s(t ) 作為輸入。此種響

應稱為單位步階響應。

◆◆ 系統的性能特性定義：系統的性能特性定義：

1. 最大超越量 令 y(t ) 為單位步階響應。令 ymax 為 y(t ) 的最大值，yss為 y(t ) 的穩態

值，且 y max ≥ y ss。
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圖圖2  2  用來說明時域規格之控制系統的典型單位步階響應用來說明時域規格之控制系統的典型單位步階響應
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最大超越量最大超越量 = = yy maxmax −− yy ssss

♣ 最大超越量通常以步階響應最終值的百分比來表示

%100×=
ssy

最大超越量
最大超越量百分比

測量系統的相對穩定性

最大超越量通常視為時域規格。

◇◇ 若系統轉移函數有奇數個零點在若系統轉移函數有奇數個零點在 s s 右半平面，則亦可能發生負的最大超越值。右半平面，則亦可能發生負的最大超越值。

2. 延遲時間 達到步階響應最終值的 50% 所需的時間定義為延遲時間t d 示。

3. 上升時間 由步階響應最終值的 10% 上升到 90% 所需的時間定義為上升時間 t r。

另一種測量法為，上升時間以步階響應在響應等於其最終值的 50%
時瞬間斜率的倒數來表示。

4. 安定時間 步階響應衰減至且停留在其最終值的特定百分比以內時所需的時間定義為

安定時間 t s。通常使用的數值是 5%。

5. 穩態誤差 系統響應的穩態誤差定義為系統達到穩態 (即 t → ∞) 時，輸出與參考輸入

間之差異值。
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穩態誤差穩態誤差
1. 在穩態時，輸出及參考值的差，我們定義為穩態誤差。

2. 在設計系統時，必須使誤差減至最低程度，或讓誤差低於某一容忍值。同時，暫態響
應也必須滿足某種規格。

••線性連續資料控制系統的穩態誤差線性連續資料控制系統的穩態誤差

♣ 線性控制系統的穩態誤差必須視系統的型態和參考輸入類型而定。

1. 考慮閉迴路系統，其中 r (t ) 為輸入，u (t ) 為激勵訊號，b(t ) 為回授訊號，
及 y(t ) 為輸出。

★★ 相對於系統架構的穩態誤差定義相對於系統架構的穩態誤差定義

2. 系統誤差的定義：

圖圖3  3  非單位回授的控制系統非單位回授的控制系統

參考訊號為輸出 y(t ) 所要追蹤的訊號。

3. 系統為單位回授時 [ 即 H(s) = 1 ]，輸入
r (t ) 為參考訊號，則誤差可簡化為

穩態誤差定義：穩態誤差定義： )(lim tee
t

ss
∞→

=
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4. 當 H(s) 不為 1，則圖 3 中的激勵訊號 u (t ) 不一定為誤差，端視 H(s) 的型式和
目的而定。

Ex. 假設系統其目的為使輸出 y(t ) 盡可能緊密地追蹤 r (t )，且系統轉移函數為

2

1( )
( 12)

G s
s s

=
+

1) 當 H(s) = 1 時，特性方程式為

閉迴路系統為不穩定

2) 當H(s)變成

5( 1)( )
( 5)

sH s
s
+

=
+

特性方程式變成

系統穩定系統穩定

♣ 系統誤差 ：

(7-10) 
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Ex.Ex. 考慮一速度控制系統，其中以步階輸入來控制在穩態時可包含一斜坡的系統輸出。
系統轉移函數可如以下型式

其中 H(s) 為機電或電子轉速計之轉移函數，且 K t 為轉速計常數。

1) 參考訊號為所設計的速度，但並非 r (t )。
♣ 由於r (t ) 和 y(t ) 的因次不同，所以上 式定義誤差將無意義。

(7-10) 
2) 令 K t = 10 V/rad/sec。此乃表示對一步階輸入為 1

伏特時，穩態時所需速度為 1/10 或 0.1 rad/sec，
因為當此一條件達到時，轉速計之輸出電壓為 1 伏
特，且穩態誤差為零。

3) 系統之閉迴路轉移函數：

4) 對於步階函數輸入，R(s) = 1/s。輸出時域響應為
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5) y(t ) 的穩態部份為 0.1t − 0.12。故系統穩態誤差為

♣ 並非所有的系統誤差均依據輸入所得的輸出響應來定義。圖 4 的系統除輸入 r (t )
外，還有干擾 d(t )。由 d(t ) 單獨作用所產生之輸出也可定義為誤差。

圖圖4  4  有干擾輸入之系統有干擾輸入之系統

♦ 為對為對線性系統的穩態誤差作有系統的討論，以下將區分三種系統分別討論之。線性系統的穩態誤差作有系統的討論，以下將區分三種系統分別討論之。

1. 1. 單位回授系統；單位回授系統；HH((ss) = 1) = 1。。
2. 2. 非單位回授系統，但非單位回授系統，但 HH(0) = (0) = KK HH = = 常數。常數。
3. 3. 非單位回授系統，且非單位回授系統，且 HH((ss) ) 在在 ss = 0 = 0 有有 NN 階之零點。階之零點。
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★★ 控制系統的型式控制系統的型式︰︰單位回授系統單位回授系統

圖圖5 5 非單位回授的控制系統非單位回授的控制系統

1. H(s)=1 之單位回授控制系統的方塊圖：
圖圖 55。

2. 系統穩態誤差：

3. ess 與 G(s) 在 s = 0 之極點數目有關。此一數目即為控制系統的型式，或簡稱系統
型式。

系統之型式在此只針對單位回授系統定義

4. 利用順向路徑轉移函數G(s) 的型式來定出系統型式: 其中 K 和所有的 T
為實常數。

若閉迴路系統的順向路徑轉移函數如上式，則系統的型式為 j，其中 j = 0，1，
2，…。

►► 例題例題
型式型式 1 1 
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型式型式 3 3 

★★ 不同型態的輸入對穩態誤差的影響：不同型態的輸入對穩態誤差的影響：

[A] 具步階函數輸入之系統的穩態誤差

圖圖6  6  非單位回授的控制系統非單位回授的控制系統

1. 圖 系統的 H (s) = 1且參考輸入 r (t ) 是幅度

為 R 的步階函數，其輸入的拉氏轉換為

R/s。
2. 穩態誤差：

3. 步階誤差常數 (step-error constant)：

4. 步階輸入時典型的 ess：圖圖 66
1) 型式 0 的系統︰

常數=
+

=
p

ss K
Re

1

2) 型式 1 或更高的系統︰ 0=sse

(7-24) 
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圖圖7  7  步階輸入時的典型穩態誤差步階輸入時的典型穩態誤差

[B] 具斜坡輸入函數之系統的穩態誤差

1. 控制系統 [H(s)=1] ：圖圖 77。
2. 輸入：幅度為 R 的斜坡函數

其中 R 為常數
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3. 穩態誤差：

4. 斜坡誤差常數 (ramp-error constant)：

斜坡誤差常數Kv只定義
於系統為斜坡輸入

5. 對斜坡輸入的典型ess：圖圖 88

圖圖8  8  斜坡函數輸入時的典型穩態誤差斜坡函數輸入時的典型穩態誤差

其中 Kv 為有限值且不為零。
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6. 當輸入為斜坡函數時，若要 ess 為零，則 Kv 必須為無限大。

[C] [C] 具拋物線函數輸入之系統的穩態誤差具拋物線函數輸入之系統的穩態誤差

1. 控制系統 [H(s)=1] ：圖圖 88。
2. 輸入：拋物線函數

3. 穩態誤差：

4. 拋物線誤差常數 (parabolic-error constant) ：

其中 Ka 為有限值且不為零。

拋物線誤差常數Ka只定義
於系統為拋物線輸入時
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5. 由拋物線函數輸入所造成之系統典型的 ess：圖圖99

圖圖9  9  拋物線函數輸入時的典型穩態誤差拋物線函數輸入時的典型穩態誤差

任何線性閉迴路系統由
輸入訊號其階數比拋物
線函數來得高者所造成
的穩態誤差，皆可用相

同方法推導出。
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♣ 穩態誤差分析可以歸納成表表 11。

1
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1. 在誤差分析時，步階、斜坡，以及拋物線誤差常數，只有在輸入分別為步階函數、

斜坡函數，以及拋物線函數時才有意義。

2. 由於誤差常數是根據順向轉移函數 G(s) 定義，此一方法只適用於H(s)=1且架構如

圖圖66所示之系統。由於誤差分析是依據拉氏轉換之終值定理，因此必須先查看 sE(s) 
是否有任何極點在 jω 軸或 s 右半平面。

3. 在表 1 所整理之穩態誤差特性只有在系統為單位回授系統為單位回授時才有用。

4. 當系統的輸入是上面三種基本輸入函數的線性組合時，其穩態誤差可以由個別輸入

所造成誤差的疊加合成。

5. 當系統架構非如圖圖 66 (且H (s) = 1) 時，則可對系統加以簡化，使其如圖圖 66 之架構，

或者可以找出誤差訊號再用終值定理求解。而此處所定義之誤差常數是否適用，則

需視個別情形而定。

♣♣ 誤差常數法亦不能用於弦波輸入訊號，因為終值定理在該處無法使用。誤差常數法亦不能用於弦波輸入訊號，因為終值定理在該處無法使用。

►► 例題例題 考慮如圖圖 66 之H(s)=1的系統，其轉移函數如下所示。利用三種基本輸入
型態之誤差常數，試求誤差常數和穩態誤差。

<Sol.><Sol.>
(a) (a) 

)5.0)(5.1(
)15.3()(

++
+

=
sss

sKsG H(s) = 1 型式 1 系統

♣ 一些結論：
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1. 誤差常數和穩態誤差：

2. 只有在 0 < K < 1.304 時，閉迴路系統才穩定。

(b) (b) 
)12(

)( 2 +
=

ss
KsG H(s) = 1 型式 2 系統

1. 對於所有 K 值，閉迴路系統均不穩定，故誤差分析無意義。

(c) (c) 
)5)(12(

)1(5)( 2 ++
+

=
sss

ssG H(s) = 1 型式 2 系統

1. 誤差常數與穩態誤差 ：
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2. 閉迴路系統為穩定。

♦♦ 穩態誤差與閉迴路轉移函數之間的關係穩態誤差與閉迴路轉移函數之間的關係︰︰

[A] [A] 單位回授和非單位回授系統單位回授和非單位回授系統

1. 穩態誤差只與閉迴路系統的順向轉移函數有關。

2. 通常在分析過程中，常要推導閉迴路轉移函數，且必須建立穩態誤差和閉迴路轉移
函數係數之間的關係。

3. 閉迴路轉移函數可用於求得單位回授與非單位回授系統的穩態誤差。

4. 假設下列條件成立︰

常數 (7-37) 

此即表示 H(s) 沒有 s = 0 的極點。

5. 參考訊號定義為 r (t )/KH，且誤差訊號為
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其中 M(s) 為閉迴路轉
移函數 Y(s)/R(s)。

6. 假設 M(s) 沒有任何極點在 s = 0，且其型式為

其中 n > m。

在此，M (s) 的所有極點均在 s 左半平面，即系統為穩定。

7. 系統的穩態誤差：

8. 考慮 r (t ) 的三種基本輸入型態：

1). 步階函數輸入 R(s) = R/s。
穩態誤差變成

由步階輸入造成之穩態誤差為零的條件為
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或

此表示單位回授系統 KH = 1，M(s) 之分子及分母的常數項必須相等，亦即 b0 = a0 
時，才能使穩態誤差為零。

2). 斜坡函數輸入 R(s) = R/s2。

穩態誤差變成

以下為可能的 ess 值︰

欲使單位回授系統在步階輸入時的穩態誤差
為零，其條件為閉迴路轉移函數的分子及分

母的常數項相等
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3). 拋物線函數輸入 R(s) = R/s3。

穩態誤差變成

以下為可能的 ess 值︰

►► 例題例題 在圖 6 之系統，其順向及閉迴路轉移函數如下所示。

系統假設為單位回授，所以 H(s) = 1，及 KH = H(0) = 1。試求由三種基本型態輸入
所得的穩態誤差。

<Sol.><Sol.>
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1. M(s) 之極點全都在 s 左半平面，系統為穩定。

2. 穩態誤差為

►► 例題例題 考慮圖 6之系統，其轉移函數如下︰

試求由三種基本型態輸入所得的穩態誤差。
<Sol.><Sol.>
1. 依題意，知 KH = H (0) = 1。
2. 閉迴路轉移函數：

比較得 a 0 = 5，a 1 = 5，a 2 = 60，b 0 = 5，b 1 = 1，b 2 = 0。
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3. 針對三種基本型態輸入，系統的穩態誤差可以求得為

4. 加入單位步階、單位斜坡，及單位拋物線輸入於所述之系統，可得輸出：

1) 單位步階輸入時的輸出︰

y(t ) 的穩態值為 1，且穩態誤差為零。

2) 單位斜坡輸入時的輸出︰
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針對單位斜坡，y(t ) 的穩態成分為 t − 0.8，而穩態誤差為 0.8。
3) 單位拋物線輸入時的輸出︰

y(t ) 的穩態成分為 0.5t 2 −0.8t − 11.2。所以，穩態誤差為 0.8t + 11.2，
此值隨時間趨近無窮大而變成無限值。

►► 例題例題 考慮圖圖 66所示之系統，其轉移函數如下︰

試求由三種基本型態輸入所得的穩態誤差。
<Sol.><Sol.>
1. 依題意，知

2. 閉迴路轉移函數：

3. 由三種基本型態輸入造成的系統穩態誤差計算如下︰

1) 單位步階輸入時：
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系統穩態誤差︰

步階響應：

y(t) 之穩態值為 0.5，且因 KH = 2，故知單位步階輸入的穩態誤差為 0。
2) 單位斜坡輸入時：

系統穩態誤差︰

單位斜坡輸入的響應：

穩態誤差：

由於暫態項會隨 t 趨近無限大時而衰減掉，斜坡輸入所造成的穩態誤差為 0.4。
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3) 單位拋物線輸入時：

系統穩態誤差︰

單位拋物線輸入的響應

因單位拋物線輸入所引起的誤差

穩態誤差為 0.4t + 2.6，且隨時間而增加。

[B] [B] 非單位回授之穩態誤差非單位回授之穩態誤差︰︰HH((ss) ) 具有在具有在 ss = 0 = 0 的的 NN 階零點階零點

1. 當H(s) 有 N 階零點在 s = 0，相當於輸出在穩態時與輸入訊號的第 N 階導數成正比。

2. 在真實系統中，這就等同於加入一個轉速計或速率回授。

3. 參考輸入可以定義為R(s)/KH s N ，且誤差訊號的拉氏轉換可定義為

其中
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4. 推導 N = 1 的情況：

1) (7-40) 式的轉移函數 M(s) 有一極點於 s = 0，即 a0 = 0。
2) 由 (7-70) 式，穩態誤差為

(7-72) 

3) 對一振幅為 R 的步階輸入，上式可寫成

(7-73) 

4) 穩態誤差為
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►► 例題例題 考慮圖圖 66 之系統，其轉移函數為

試求由三種基本型態輸入所得的穩態誤差。
<Sol.><Sol.>
1. 依題意，知

2. 閉迴路轉移函數：

3. 由於系統的目標為以一步階輸入控制速度，雖然M(s) 有一極點在 s = 0，但此速度控
制系統仍為一穩定系統 。係數為︰a0 = 0，a1 = 10，a 2 = 60，b0 =5，及 b1 =1。

4. 對單位步階輸入，由 (7-75) 式可求得穩態誤差為

5. 驗證： 閉迴路轉移函數步階響應為

在穩態時，參考輸入為 t us(t )/KH = 0.5t us(t)。因此，穩態誤差為 2.9。
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••標準二階系統的暫態響應標準二階系統的暫態響應
1. 二階單位回授控制系統之方塊圖：圖圖 1010 。

2. 系統之開迴路轉移函數：

圖圖10  10  標準二階控制系統標準二階控制系統

其中，ζ 和 ω 為實常數。

3. 系統閉迴路轉移函數：

4. 標準二階系統的特性方程式：

5. 對單位步階輸入 R(s) = 1/s，系統的輸出響應：

圖 10 

以正規化時間 ωnt
及針對不同 ζ 值

來作圖。
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圖圖 11  11  標準二階系統對單位標準二階系統對單位
步階函數輸入的暫態響應步階函數輸入的暫態響應

當當 ζζ 減少時，響應便有較大減少時，響應便有較大
的振盪，且超越量較大。當的振盪，且超越量較大。當

ζζ ≥≥ 11，步階響應則沒有任何，步階響應則沒有任何
振盪；亦即振盪；亦即 yy((tt) ) 在暫態時，在暫態時，
不曾超越終值。不曾超越終值。

ωωnn 直接影響到上升時間、延直接影響到上升時間、延
遲時間，及安定時間，但不遲時間，及安定時間，但不

會影響超越量。會影響超越量。
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••阻尼比與阻尼係數阻尼比與阻尼係數

1. 系統參數 ζ 和 ωn 對標準二階系統的步階響應 y(t) 之影響可由特性方程式的根來研
究。

2. 特性方程式的二個根：

其中 (7-98) 
3. ζ 和 α 的物理意義：

1) α 控制了 y(t) 上升或下降的速率。
α 又稱為阻尼係數或阻尼常數

2) α 的倒數 1/α，與系統的時間常數成正比。

4. 當特性方程式的兩根為相等實數時，我們稱此系統為臨界阻尼 (critically damped)。

臨界的阻尼係數

實際阻尼係數
阻尼比 ===

nω
αζ

•• 自然無阻尼頻率自然無阻尼頻率

1. 參數 ωn 可定義為自然無阻尼頻率 (natural undamped frequency)。
2. ω 定義為條件頻率 (conditional frequency)，或阻尼頻率 (damped frequency)。
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• ωn 是由 s 平面的原點至根的弳向距離。
• 阻尼因子 α 為根的實數部份。
• 條件頻率 ω 是根的虛數部份。
• 阻尼比 ζ 是等於在根的弳向線和負實軸
間夾角的餘弦；即

圖圖 11  11  標準二階系統特性方程式之標準二階系統特性方程式之

根和根和 αα、、ζζ、、ωωnn 與與 ωω 之間的關係之間的關係

3. 圖圖 1111 說明了在特性方程式根的位置和
α、ζ、ωn 與 ω 之間的關係。

4. 圖 11所示為 (a) 常數-ωn 軌跡，
(b) 常數-ζ 軌跡，(c) 常數-α 軌跡和
(d) 常數-ω 軌跡。在 s 平面上各區域
依系統阻尼畫分如下：



35

圖圖 12  (a) 12  (a) 自然無阻尼頻率為常數時之軌跡；自然無阻尼頻率為常數時之軌跡；(b) (b) 常數阻尼比為常數時之軌跡；常數阻尼比為常數時之軌跡；
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圖圖12 (c) 12 (c) 阻尼因子為常數時之軌跡；阻尼因子為常數時之軌跡；(d) (d) 條件頻率為常數時之軌跡條件頻率為常數時之軌跡
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• 虛軸對應於零阻尼 (α = 0，ζ = 0)。零阻尼對應於持續的弦波振盪。系統為臨界穩
定，或臨界不穩定。

5. 特性方程式的根在二階系統中對阻尼的影響

在圖 7-18 中，當阻尼比 ζ 由 −∞ 變化到 +∞ 時 ωn 保持常數。

下列對已知 ζ 值時系統的動態分類：

♣ 對於特性方程式的根在不同位置，所對應的單位步階響應列於圖圖 1313。
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圖圖13   13   標準二階系統之特性方程式，即標準二階系統之特性方程式，即 (7(7--94) 94) 式中當阻尼比由式中當阻尼比由 −∞−∞ 變化變化
至至 ++∞∞ 而而 ωωnn 保持常數時的根軌跡保持常數時的根軌跡
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圖圖 14  14  在在 ss 平面上對不同特性根位置的步階響應比較平面上對不同特性根位置的步階響應比較
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圖圖 15  15  在在 ss 平面平面
上對不同特性根上對不同特性根
位置的步階響應位置的步階響應

比較比較
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••最大超越量最大超越量

1. 阻尼比和總超越量之間的確實關係：

1) 對 上 式微分並設結果為零：

2) 令 dy(t)/dt =0，可得 t = ∞ 時之解為

只有 ζ ≥ 1 的情形，y(t) 的
最大值才會發生在 t = ∞。

3) 步階響應的第一個最大值是出現在 n = 1。因此，最大超越量發
生的時間為

♣ 當 n 為奇數值，即 n = 1，3，5，L，時，則有超越量出現。當 n 為偶數值時，
則有欠過度出現。

時間 tmax 為 ζ 和 ωn 之函數。
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♣ 雖然 ζ ≠ 0 的單位步階響應並非週期性，但響應的最大值和最小值是以週期性出現，
如圖圖 1616 所示。

圖圖16  16  單位步階響應的最大值和最小值以週期性方式出現單位步階響應的最大值和最小值以週期性方式出現
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2. 超越量和欠過度的幅度：

...,2,1)sin(
1

1)(
2

1/

minmax

2

=+
−

−=
−−

nnety
n

θπ
ζ

ζπζ

或

...,2,1)1(1)(
21/1

minmax
=−+= −−− nety nn ζπζ

或

2) (7-109) 式為標準二階系統步階響應的最大超越量，其為阻尼比 ζ 之函數。

1) 令 (7-108) 式的 n = 1 即可求得最大超越量：

21/
max 1 ζπζ −−=−= ey最大超越量

最大超越量百分比為

21/100 ζπζ −−= e最大超越量百分比

3) 最大超越量和阻尼比的關係如 圖圖 1717。
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圖圖 17  17  標準二階系統步階響應的超越量百分比為阻尼比的函數標準二階系統步階響應的超越量百分比為阻尼比的函數


